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ABSTRACT. The p-values are often implicitly used as a measure of evi- 
dence for the hypotheses of the tests. This practice has been analyzed 
with different approaches. It is generally accepted for the one-sided hy- 
pothesis problem, but it is often criticized for the two-sided hypothesis 
problem. We analyze this practice with a new approach to statistical 
inference. First we select good decision rules without using a loss func- 
tion, we call them experts. Then we define a probability distribution 
on the space of experts. The measure of evidence for a hypothesis is 
the inductive probability of experts that decide this hypothesis. 

RESUME. Dans la pratique des tests, les p-values sont souvent utilisees 
comme des mesures du niveau de confiance a accorder aux hypotheses. 
Analysee de differents points de vue, cette maniere de faire est gene- 
ralement acceptee pour les hypotheses unilaterales. Elle est par contre 
souvent critiquee dans le cas d'hypotheses bilaterales. Nous reprenons 
ce debat en utilisant une approche nouvelle des problemes de decision. 
Elle consiste a selectionner de bonnes regies de decision, appelees ex- 
perts, sans utiliser de fonction de perte. L'espace des experts est ensuite 
probabilise. Le poids des experts qui decident une hypothese est pris 
comme indice de confiance en faveur de cette hypothese. 
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1. Introduction 

Tous les logiciels statistiques fournissent le resultat d'un test en donnant 
la p- value (le niveau de signification). Ce seuil minimum de rejet permet de 
conclure quel que soit le seuil choisi. Si la suite du programme ne depend pas 
du resultat du test, l'utilisateur n'est pas oblige de fournir un seuil. On lui 
evite ainsi bien des tatonnements, car dans beaucoup d'applications le seuil 
n'est pas completement fixe. Plusieurs valeurs standards sont envisageables, 
par exemple a = 0.05, a = 0.01 et a = 0.001. Lorsque le rejet de l'hypothese 
H est possible, le resultat est souvent symbolise par des etoiles : * signifie 
que seul a = 0.05 permet de rejeter H , *** indique que meme a = 0.001 
le permet. Cette symbolique des etoiles n'est bien sur pas innocente, elle 
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traduit que le rejet est d'autant plus sur que les etoiles sont nombreuses. 
Donner la p-value quand elle est inferieure a 0.05 se fait de plus en plus. Ce 
n'etait pas possible lorsque le resultat d'un test s'obtenait par lecture sur 
une table, l'utilisateur ne disposait que des valeurs critiques du test pour 
les seuils tabules. Avec la p-value la symbolique des etoiles se transforme 
en une phrase du type : plus la p-value est faible, plus la "probabilite" de 
Phypothese H est faible. Souvent cette interpretation probabiliste s'elargit 
a toute la plage des valeurs possibles, Pintervalle [0, 1]. La p- value est alors 
considered comme la "probabilite" de Phypothese H , son complement a 1 
comme la "probabilite" de Hi. Les guillemets posent le probleme du statut 
de cette probabilite, les auteurs de la theorie des tests n'avaient pas pour but 
de fournir une probabilite pour les deux hypotheses. Les p-values sont un 
indice du niveau de confiance accorde a Phypothese H qui a ete forge par la 
pratique des tests. Cet indice statistique non theorise suscite de nombreux 
articles. On peut les diviser en deux grandes categories. 

Certains articles partent de l'outil p-value tel qu'il est construit par la 
pratique et etudient ses proprietes. Parmi les plus recents, citons par ex- 
emple Particle de Hung, O'Neill, Bauer et Kohne (1997) qui traite de la 
distribution des p- values sous Phypothese Hi, et celui de Thompson (1996) 
qui utilise les p-values, a la place de la puissance, pour comparer les tests. 

Les autres articles traitent plutot du fondement des p- values comme pro- 
babilite sur l'espace des deux hypotheses. lis les etudient dans un autre 
cadre que la theorie des tests. C'est aussi ce que nous essaierons de faire ici. 
Le cadre theorique qui parait le plus approprie pour ce type d'etude est 
le cadre bayesien : les p-values peuvent-elles etre considerees comme des 
probabilites a posteriori ? Pour resumer, disons que ce n'est generalement 
pas le cas, mais que pour les tests unilateraux les p-values s'obtiennent 
souvent a partir de probabilites a priori non informatives [Berger (1985) ; 
Berger et Sellke (1987) ; Casella et Berger (1987) ; Robert (1992)]. 
On peut aussi etudier les p-values comme estimateurs de Pindicatrice de 
Pensemble des parametres definissant H [Hwang, Casella, Robert, Wells 
et Farrell (1992) ; van der Meulen et Schaafsma (1993) ; Robert (1992) ; 
Schaafsma, Tolboom et van der Meulen (1989)]. La encore, pour les tests 
unilateraux les p-values sont generalement admissibles, alors qu'elles ne le 
sont pas pour les tests bilateraux. 

Cette opposition entre hypotheses unilaterales et hypotheses bilaterales se 
retrouve quand on regarde la coherence des p-values lorsqu'on fait varier 
Phypothese Hq, sans changer le modele statistique. Considerons deux hy- 
potheses possibles H : 9 € @ (6 = 60 + 61) et H' : 9 G & (6 = @' + @'i). 
Si Oo C ©o on cherche generalement une mesure du niveau de confiance qui 
donne une valeur plus grande pour Q' que pour Oq. Ce n'est pas le cas des 
p-values pour des hypotheses bilaterales, Schervish (1996) le montre dans 
le modele statistique defini par la famille des lois gaussiennes {N(9, l)}eem- 
II trouve facilement 9\ < —9q < 9q < 62 < x, tels que les hypotheses 
[#o] C [— 9q,6q] C [#i,#2] et la realisation x donnent des p-values qui sont 
decroissantes au lieu d'etre croissantes. Par exemple, pour 6q = —0.82, 
#0 = 0.50, 62 = 0.52 et x = 2.18 il obtient les p- values suivantes : 0.0930 si 
O = [0 O ], 0.0502 si ©o = [-e ,+e ] et 0.0498 si @ = [9i,9 2 ]. Ce sont les 
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valeursrespectivesde2[l- $(2.18- 0.50)], [l-$(2.18-0.50)] + [l-$(2.18+ 
0.50)] et [1 - $(2.18 - 0.52)] + [1 - $(2.18 + 0.82)], $ etant la fonction de 
repartition de la loi normale reduite (voir le paragraphe 4.2). 

Les p- values peuvent aussi etre retrouvees a partir de la distribution fidu- 
ciaire de Fisher mais ce dernier tenait a bien distinguer les deux concepts 
[Salome (1998) p. 67 et p. 89]. L'inference fiduciaire sert rarement de 
point de vue pour juger les p-values, peut-etre parce qu'il n'existe pas une 
definition suffisamment generale [Buehler (1980)]. 

Notre regard sur les p- values provient d'une maniere differente de poser le 
probleme du choix entre deux hypotheses. Nous ne cherchons pas a selection- 
ner une regie de decision, nous nous contentons d'un critere definissant les 
"bonnes" regies, celles que nous appellerons experts. Les decisions prises 
par ces experts sont ensuite synthetisees dans un vote qui donne un indice 
de confiance pour chacune des deux hypotheses. Dans un modele a rap- 
port de vraisemblance monotone, la p-value d'un test unilateral est un vote 
particulier. Pour les tests bilateraux ceci n'est generalement possible qu'en 
changeant le cadre decisionnel, plus precisement la tribu du modele statis- 
tique. Avant de preciser ces resultats il nous faut definir les notions d'expert 
et de vote. 



2. Expertises 

L'etude d'un probleme de decision statistique passe par la donnee de 
criteres de selection entre les differentes regies de decision considerees. Clas- 
siquement on commence par se donner une fonction de perte et on compare 
les procedures de decision a partir des fonctions de risque correspondantes. 
II est rare qu'un choix unique de ce critere s'impose, bien que l'etude de cer- 
taines fonctions de perte soit privilegiee, par exemple la perte quadratique 
dans le cadre de l'estimation ou le risque de se tromper pour le choix entre 
deux hypotheses. Meme si ce dernier choix parait assez "naturel", d'autres 
pertes sont possibles, en particulier si on regarde ce probleme de choix entre 
deux hypotheses comme un probleme d'estimation [Hwang, Casella, Robert, 
Wells et Farrell (1992) ; Robert (1992)]. Les fonctions de risque permet- 
tent d'introduire un preordre partiel sur les regies de decision et ainsi de 
selectionner les regies admissibles. Cette premiere selection s'obtient en corn- 
par ant les regies entre elles, elle ne derive pas d'une propriete intrinseque. 
Nous avons cherche a imposer ce type de propriete pour definir les "bonnes" 
regies de decision, celles que nous appellerons experts. Une regie pourra 
etre declaree expert sans avoir a la comparer a Pensemble des autres regies. 
La propriete de base que nous imposons aux experts est simplement que le 
diagnostic d, 9 appartient a 0^, doit etre plus probable quand 9 appartient 
a 6^ que lorsque 9 n'y appartient pas. C'est une notion de regie non biaisee, 
mais pour que cela suppose une connaissance fine du modele nous imposons 
que cette propriete soit aussi verifiee conditionnellement a tout evenement 
non negligeable, et pas simplement globalement comme c'est generalement le 
cas. Dans le cadre de cet article, nous ne donnerons la definition des experts 
que pour les modeles statistiques (0,,A, (P# = p^We) ayant des densites 
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strictement positives. Ceci evite les complications liees au glissement des 
supports des probabilites Fg (le cas general est traite dans Morel(1997)). 

Definition 2.1. 

Considerons le probleme de decision defini par la partition : = o + ©i. 
La regie de decision <fi : (Q,A) — ► {0, 1} est un expert du choix entre ©o et 
©i si pour tout couple (9q,6i) £ ©o x ©i et tout evenement non negligeable 
C £ A elle verifie : 

F dl (cn {</> = i})/P fll (C) > P, (cn {<p = i})/P* (C). 

Cette propriete est intrinseque, elle ne fait pas intervenir d'autres regies 
que <j>. Dans le contexte d'une reflexion sur les p- values on pourrait juger per- 
tinent de considerer les regies de decision a valeurs dans [0,1]. On rajouterait 
ainsi de nombreuses regies, par exemple toutes les fonctions croissantes du 
rapport pe x jpe Q pour le choix entre deux probabilites. II deviendrait alors 
difficile de definir une probability sur l'ensemble des experts (voir le para- 
graphe 2-1). Nous pouvons justifier notre demarche en disant qu'au depart, 
on cherche a definir des experts qui prennent totalement leurs responsabilites 
en choisissant l'une des deux hypotheses. La recherche d'un indice de confi- 
ance pour les hypotheses se fait dans une deuxieme etape, si differents ex- 
perts sont possibles et si Ton ne tient pas a essayer d'en choisir un. 

Un expert du choix entre ©o et ©i est aussi un expert de tout probleme de 
decision emboite defini par : 0' = ©q + 0^, 0q C @ et ©^ C 8i. Le passage 
d'un modele emboite au modele de depart ne peut que reduire l'ensemble 
des experts. Ceux ci peuvent done se restreindre a et Hq. Nous verrons 
que e'est le cas des problemes bilateres. Le travail sur les experts est ainsi 
different de celui fait sur les regies admissibles dans la theorie de la decision 
a partir d'une fonction de perte. En effet, les regies admissibles pour un 
modele emboite sont generalement encore admissibles dans le modele de 
depart. Les regies admissibles sont souvent trop nombreuses, les experts 
eux sont plutot trop rares. Ceci nous amene a distinguer deux cas. 

2.1. Le probleme de decision est expertisable 

Dans ce cas l'ensemble des experts ne se reduit pas aux experts triviaux. 
Pour cela il faut que les problemes de decision emboites soient semblables. 
Par exemple dans la theorie des tests, les proprietes obtenues avec des hy- 
potheses simples (lemme de Neyman-Pearson principalement) se prolongent 
facilement au cas des tests unilateraux dans un modele a rapport de vraisem- 
blance monotone. Ce qui est important dans ce type de probleme de decision, 
e'est que le probleme du choix entre un element #o de ©o et un element 9\ 
de @i ne change pas fondamentalement lorsque 9q et 9\ varient. II existe 
une statistique reelle T qui ordonne les observations, des plus favorables 
a 9\ aux plus favorables a 9q. Les bonnes regies de decision sont de la 
forme lI{ T<t } et lI| T<t }, nous verrons qu'il en est de meme des experts. 
Face a ce trop plein de bonnes regies deterministes le statisticien se donne 
generalement des criteres supplementaires pour essayer de selectionner une 
regie de decision : recherche d'un test U.P.P., d'un test sans biais U.P.P., 
d'un test invariant U.P.P., d'une regie de Bayes, d'une regie minimax, etc. 
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Ceci est necessaire lorsque Putilisateur cherche a mettre au point une regie 
de decision automatique. Dans d'autres contextes c'est plutot une aide a 
la decision qui est demandee, un indice de confiance pour chacune des hy- 
potheses. Cette perspective nous conduit a essayer de resumer les choix de 
Pensemble des experts. Nous allons considerer nos experts comme egaux en 
droit, les faire voter et fournir a Putilisateur le resultat de ce vote. 
Pour faire voter nos experts il faut definir une probabilite sur Pensemble 
des experts. Nous en avons defini une a partir de chaque probabilite P# en 
essayant d'accorder d'autant plus de poids a un ensemble d'experts qu'il est 
forme d'experts donnant des resultats differents sous P#. Par exemple, les 
experts {lI{ T<t }, lI{ T < t }] t' < t < t"} donnent la meme decision sur {T < t'} 
et {T > t"}, ils auront d'autant plus de poids dans le vote que fe({t' < 
T < t"}) sera grand. II est alors impossible de "bourrer les urnes" avec des 
experts presque surement egaux. Nous avons bien sur autant de votes que de 
valeurs du parametre et il y a bien des manieres de les synthetiser. On peut 
faire une moyenne a partir d'une probabilite sur Pensemble des parametres 
en prenant en compte des informations a priori. On peut aussi selectionner 
le vote le plus neutre par rapport aux deux hypotheses. C'est ce type de 
solution que nous etudierons ici, car il permet de donner un sens nouveau a 
la notion de p-value (la prise en compte d'informations a priori est traitee 
dans Morel (1997)). 

2.2. Le probleme de decision n'est pas expertisable 

Dans ce cas il n'y a que les experts triviaux. C'est ce qui se passe 
generalement pour les hypotheses bilaterales H : 9 e] — oo, Q\ [U]02 5 +oo[ 
et H' : 9 € [9i,9 2 ]- Pour obtenir un probleme expertisable il faut dimi- 
nuer les contraintes imposees par la definition des experts en travaillant sur 
une sous-tribu. Ceci diminue Pensemble des evenements sur lesquels la pro- 
priete de base des experts doit s'appliquer conditionnellement. Notons H_ 
et H + les deux parties de Phypothese englobante H. Si Pon ne veut pas les 
differencier, il ne faut pas dissocier les observations qui sont en faveur de 
H- de celles qui, avec la meme "force", sont en faveur de H + . Ceci revient 
a ne considerer que les evenements fournissant une information symetrique 
sur H_ et H + . On retrouvera alors comme vote les p- values des tests sans 
biais. 

Cette solution ne nous semble pas la plus interessante. Dans bien des cas, 
le choix principal est entre H et H' mais ii_ et H + ne signifient pas la 
meme chose. Les tests bilateraux sont souvent utilises comme s'ils etaient 
construits pour choisir entre les trois hypotheses H_, H' et H + . Dans ce cas 
il est alors interessant que le vote par rapport a H et H' soit coherent avec 
les deux votes correspondant aux hypotheses unilaterales H' U H + } et 
{H_UH'; H + } [Gabriel (1969)]. Le poids des votes en faveur de H doit etre 
superieur a celui des votes en faveur de H- (resp. H + ). Nous avons pour 
cela introduit la notion de votes compatibles sur une famine d'hypotheses 
unilaterales. Cette maniere de faire a Pavantage d'imposer une coherence 
entre les solutions de problemes de decision qui reposent sur une meme 
structuration de l'espace des parametres. 
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Nous allons maintenant faire fonctionner cette notion d'expertise sur 
quelques problemes de decision classiques. 



3. Hypotheses unilaterales 
dans un modele a rapport de vraisemblance monotone 

Dans la theorie des tests la premiere application du lemme de Neyman- 
Pearson concerne les hypotheses unilaterales dans un modele a rapport de 
vraisemblance monotone. Le cas le plus couramment traite est celui d'une 
statistique reelle exhaustive X de loi Pg = pg.fi, le parametre 9 appartenant 
a un intervalle G de M, la propriete de vraisemblance monotone exprimant la 
croissance stricte du rapport pg» /pg' lorsque 9 1 < 9" [Monfort (1982)]. Nous 
nous restreindrons ici a des densites par rapport a la mesure de Lebesgue A, 
continues en 9. Dans les autres modeles les conclusions restent identiques 
mais nous eviterons les problemes techniques induits par la presence de 
masses ou par la discontinuity de la famille {pe}ee& (le cas general est traite 
dans Morel (1997 ou 1998)). Ce cas particulier recouvre un grand nombre 
de cas classiques : les modeles exponentiels a parametre reel mais aussi 
les problemes statistiques portant sur le parametre de non centralite d'une 
famille de densites de Student, Fisher ou khi-deux [Karlin (1955)]. 

Soit 6*i G ©, nous allons etudier le probleme du choix entre Qi =] — oo, 9i] 
et 0o =]0i, +oo[ (grace a la continuity des pg en 9\, prendre Gi =] — oo, 6\[ et 
Go = +oo[ ne change rien). Notons F(9, x) la valeur en x de la fonction 
de repartition de X pour la probability Pg. 

Dans la theorie des tests il y a deux traitements distincts suivant que l'on 
choisit de privilegier Qq ou Qi. Le test de Hq : 9 6 Oo contre Hi : 9 € 
Gi au seuil a, rejette H pour x < t a avec F(9i,t a ) = a. Le test de 
Hq : 9 e Qi contre H[ : 9 G Go au seuil a, rejette H pour x > t' a avec 
F(9i,t' a ) = 1 — a. Lorsqu'on realise x, les logiciels statistiques donnent 
pour le premier test la p- value ag 1 (x) = F{9\,x) et pour le deuxieme test 
la p- value a' ei (x) = 1 — F(6\,x). Ces seuils minimum de rejet ag 1 (x) et 
a' di (x) = 1 — a$ 1 (x) sont interpreted comme des indices statistiques de la 
vraisemblance de chacune des hypotheses Go et Qi. Les p- values des tests 
unilateraux sont bien coherentes, pour 9\ < ^ on a Go =]6*i, +oo[d]# 2 , +oo[ 
et ag ± (x) > ag 2 (x). 

Nous allons retrouver ces p-values comme votes d'experts. Les experts du 
choix entre Qi et Go sont les differents tests possibles entre ces deux hy- 
potheses. 

Proposition 3.1. 

Sur un intervalle ICR muni de la mesure de Lebesgue, considerons 
une famille {pg}g^e de densites strictement positives. Q etant un inter- 
valle de R ; cette famille est supposee a rapport de vraisemblance stricte- 
ment monotone. Les experts du choix entre les deux hypotheses unilaterales 
Gi =] — oo, 6>i] n Q / et G =]#i, +oo[nG / sont les regies de decision 
d valeurs dans {0, 1}, presque surement de la forme ft{x) =ll]_ 00jt [ (x) avec 
t G 1. 
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Demonstration. 

I - ft =H]_ oo t [ est un expert. 

Les evenements non negligeables sont les boreliens dont l'intersection avec 
l'intervalle / est de mesure de Lebesgue non nulle. Soient C un de ces 
evenements, 9' < 9\ et 9" > 6\. On doit demontrer l'inegalite : 
P fl /(Cn] - oo,t[)/F >(C) > F e ,(Cn} - oo,*[)/P«»(C). 

On va travailler avec la famille des probabilites conditionnelles de 
densite (l/Pg(C)) 1I C par rapport a P#. f t est un test de Neyman et 
Pearson pour tester P^, contre F$] au seuil F^„(] — oo,i[). La puissance 
etant superieure au seuil [Lehmann (1986) p. 76], on a P^(] — oo,i[) > 
Pg//(] — oo,i[), ce qui est bien l'inegalite recherchee. 

// - Un expert <j) est presque surement de la forme ft- 

Posons H = sup{t el; f t <*' </•} et t" = inf{t e 1; f t </>}. On 
doit demontrer que le cas t' < t" est impossible lorsque 4> est un expert. Pour 
cela nous allons supposer t' < t" et trouver un evenement C non negligeable 
verifiant : F e >(C n {0 = 1})/P fl /(C) < P e »(Cn = l})/P fl »(C) lorsque 
0' < 6 X < 6". 
Soit t e]t',t"[. 

Considerons l'evenement A = [t' ,t[n{<fi = 0}, par definition de t' il n'est pas 
Lebesgue negligeable. De meme, la definition de t" entraine que l'evenement 
B =]t, t"] PI {<p = 1} n'est pas negligeable. 

Posons C = AUB, on aP e (Cn{0 = l})/P e (C) = P fl (£)/[P fl (4)+P fl (5)]. II 
est facile de voir que l'evenement C verifie l'inegalite recherchee si et seule- 
ment si F e ,(A)/F e >(B) > F 6 „(A)/F 0// (B). Cette derniere inegalite est une 
consequence directe de la propriete de vraisemblance strictement monotone ; 
notons k le rapport p$" (t) /p$> (t), pour x £ Aon & : p$" (x) < kpg' (x) et pour 
x g B : p d "{x) > kp e >(x), done F »(A) < kF e ,(A) et F »(B) > kF e ,(B). □ 

Chacun de ces experts traduit un a priori plus ou moins fort en faveur 
de l'une des deux hypotheses. Plus t est grand et plus l'expert f t parie 
sur Phypothese 9 G ©i. Si Ton voulait en choisir un il faudrait imposer 
des contraintes supplementaires. Dans la theorie des tests, le choix de 
Phypothese qui jouera le role de Hq revient a privilegier les experts qui 
parient en faveur de Hq. Nous avons prefere garder Pensemble des avis des 
experts et essayer de les resumer. Se pose alors le probleme du poids a 
accorder a chacun de ces avis, il faut probabiliser Pensemble des experts : 
{/tltel- Nous quittons ici une approche de type Neyman- Wald. La difficulte 
du choix des criteres de selection est remplacee par celle de la definition du 
vote des experts. 

Pour probabiliser Pespace des experts nous le munissons de la tribu definie a 
partir de Pordre primordial introduit par Pindice t 6 M. Nous donnerons a un 
intervalle d'experts [f t >, ft>>] = {ft ; t' < t < t"} d'autant plus de poids qu'il 
est forme d'experts tres differents. Si 9 est la vraie valeur du parametre il est 
assez naturel de juger les differences entre experts en utilisant la probabilite 
Pg. Les experts [ft', ft"] sont egaux en dehors de l'intervalle [t',t"[ nous 
leur accorderons d'autant plus d'importance que la probabilite Fg([t',t"[) 
est grande. Pour chaque S £ K nous pouvons ainsi definir sur Pensemble 
des experts une probabilite inductive dont la fonction de repartition est 
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F(9,.). Lorsqu'on realise x, les experts qui decident 9 e @i sont ceux 
correspondant a t > x. Cet ensemble d'experts {f t ; t > x} a alors un poids 
egal a 1 — F(9, x). Ceci nous conduit a la notion de vote. 

Definition 3.2. 

Considerons le probleme du choix entre les deux hypotheses unilaterales 
Gi =] — oo, 9i] n et 0o =]0i, +oo[n0 / 0, dans Ze modele de la propo- 
sition 3-1. On appelle vote des experts sous Pg la famille de probabilites 
inductives {Qg} X €R definie sur I'espace {0, 1} ; correspondant aux deux hy- 
potheses, par Qg({l}) = 1 — F(9,x). 

Nous avons ainsi autant de votes qu'il y a de valeurs du parametre. II 
nous faut maintenant choisir un de ces votes ou les resumer en definissant 
un melange. Pour cela nous pouvons faire intervenir une information a pri- 
ori. Les exemples d'application ou une telle information existe sont cepen- 
dant rares. L'analyse bayesienne, qui repose sur la donnee d'une probabilite 
a priori, est appliquee la plupart du temps sans utiliser d' information a 
priori, en partant par exemple d'une loi a priori non informative. C'est 
d'ailleurs ce type de lois a priori qui permet de retrouver certaines p-values 
comme probabilites a posteriori. Nous allons obtenir ces p-values comme 
vote d'experts en cherchant un vote ne reposant sur aucune information a 
priori. Nous n'etudierons done pas ici la possibilite de faire intervenir ce 
type d'information (ce cas est traite dans Morel (1998)). 
Le vote des experts sous Pg est d'autant plus favorable a la decision d = 1 
que 9 est grand. Sous O on ne veut pas trop favoriser la decision d = 1 et 
inversement sous ©i on ne veut pas trop favoriser la decision d = 0. Pour 
chacune de ces hypotheses on considere le vote qui lui est le plus favorable. 
Sous 6i c'est le vote defini par le point frontiere 0\. II en est de meme sous 
6o car la famille {pg} est continue en 9. Le vote correspondant a 9 = 9\ 
a la propriete d'etre neutre, de n'avantager aucune des deux hypotheses au 
sens suivant : K$ 1 [Q% ({1})] = [Q% ({0})] = 1/2 ; c'est une consequence 
directe du fait que les valeurs de la fonction de repartition se repartissent 
uniformement sur [0,1]. 

Pour une realisation x, le vote au point frontiere (sous Pe 1 ) definit une 
probabilite inductive Qq qui donne les p-values : ({1}) = 1 — F(0i,x) = 
ol'q {x) et Qg ({0}) = ag 1 (x). Ceci fournit une legitimate supplementaire 
a l'interpretation de ces p-values comme indice de vraisemblance des hy- 
potheses unilaterales 9 < 9i et 9 > 0\. 

Exemple 3.3. 

En analyse de variance a effets fixes on utilise des statistiques qui sui- 
vent des lois de Fisher decentrees [Scheffe(1970) p. 38]. Le parametre de 
non centralite A etant la quantite, qui interesse l'utilisateur, exprimee par 
rapport a l'ecart-type commun des variables. Par exemple, dans une analyse 
de variance classique a deux facteurs, A est egal a y^JJhjT pour le test 
sur Padditivite des facteurs, et egal a \/J2( a i) 2 / a pour le test sur la nullite 
des effets additifs du premier facteur. Si une statistique W suit une loi de 
Fisher decentree de parametre A et de degres de liberte (k, I), nous savons 
que (k/l)W suit une loi beta sur M+ : /3(§, |, ^) [Barra (1971) p. 84]. Nous 
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allons etudier ce modele statistique parametre par 9 = — . 

Considerons sur R + la famille des lois beta decentrees : (3(p,q,9), les 
parametres p > et q > sont connus, le parametre de non centralite 9 > 0, 
lui, est inconnu. Comme pour la famille des lois de Fisher decentrees, on 
montre qu'elle est a rapport de vraisemblance strictement monotone [Karlin 
(1955)]. Soient 9i > et une realisation x G M + , le vote neutre en faveur 
de ©i = [0, #i] est egal a : 

VeiVt 1 /;— 1 r \ u lT l )—Jx \.l^m=0 C ■ m\ r(p+m)r(q) (l + y)P+™+il a y 

Vg 1 etant une loi de Poisson de parametre 9 1 > et F(p + m, q, x) la valeur 
en x de la fonction de repartition d'une loi (3{p + m,q). Pour 9\ = on 
obtient 1 — F(p,q,x), c'est le seuil minimum de rejet du test de H : 9 = 
contre Hi : 9 > (test classique en analyse de variance). 
La notion d'expertise apporte une justification aux p-values de Panalyse de 
variance. Elle permet aussi de traiter des hypotheses non nulles de la forme 
9 G [0,6q], le resultat etant celui donne par Pinference fiduciaire. 



4. Hypotheses bilaterales 

Nous allons etudier le probleme du choix entre ©i =] — oo, 9\ [U]#2> +°o[ et 
©o = [#i,#2] avec 9\ < # 2 lorsque le modele statistique verifie les proprietes 
imposees dans le paragraphe precedent (prendre ©o =]0i, Qi \ n e change rien, 
car les densites pg sont supposees continues en 9). 

Dans la theorie des tests il y a encore deux traitements distincts suivant 
que Ton choisit de privilegier O ou ©i. Pour tester H : 9 G ©o contre 
Hi : 9 G ©i il n'existe pas de test uniformement plus puissant, on se restreint 
aux tests sans biais. L 'etude de ces tests est classiquement faite dans les 
modeles exponentiels sur R de la forme dPe(uj) = c(9)exp(9X (uj)) .dfi(uj) 
[Lehmann (1986), Monfort (1982)]. Dans le cadre de cet article, seul le cas 
ou la mesure fi est diffuse nous interesse. Au seuil a le plus puissant des tests 
sans biais rejette alors H pour x < c\ et x > o^, c\ et c 2 etant determines 
par.F(0i,ci) + [l-F(0i,C2)] = F(9 2 , a) + [1 - F(0 2 , c 2 )] = a. Pour tester 
Hq : 9 G @i contre H[ : 9 G @o au seuil a il existe un test uniformement 
plus puissant. II rejette H' Q lorsque c[ < x < c' 2 , c[ et c' 2 etant determines 
par F(9 1 ,c 2 ) - F(9 1 ,c 1 ) = F(9 2 ,c 2 ) - F(9 2 , c x ) = a . 

Les seuils minimum de rejet fournis par ces tests sont souvent interpretes 
comme des indices statistiques de la vraisemblance de chacune des hy- 
potheses @o et 0i. Nous avons vu dans l'introduction que cette maniere 
de faire est soumise a de nombreuses critiques. Nous allons montrer que 
dans le cadre d'une expertise elle n'est justifiee qu'en changeant le modele 
statistique. 

Tel qu'il est pose, le probleme de decision entre deux hypotheses bilaterales 
ne possede que ILj et Hr comme experts. Ceci est du au fait que tout 
expert du choix entre deux hypotheses est aussi un expert des problemes de 
decision emboites, en particulier ici du choix entre les hypotheses unilaterales 
] — oo,6q[ et @o = [#i,#2], mais aussi du choix entre ©o et ]0 2 ,+oo[. C'est 
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le meme argument qui montre qu'il n'y a pas de test uniformement plus 
puissant de H : 9 6 0o contre Hi : 9 G 0i. 

Face a cette penurie d'experts nous envisagerons deux traitements possibles. 
On peut vouloir une coherence entre la solution a ce probleme et les exper- 
tises des hypotheses unilaterales derivees. Cette maniere de faire permet de 
conserver le sens donne par l'ordre qui structure l'espace des parametres. 
On peut aussi envisager de casser cet ordre en creant une equivalence entre 
les elements des deux parties de 9i : 0^ =] — oo,#i[ et =]6 2 ,+cc[, c'est 
ce que fait la contrainte de non-biais imposee dans la theorie des tests de 
©o contre 6i. 

4.1. Expertises compatibles 

Bien souvent le choix entre ©i et ©o cache un probleme de decision entre 
trois hypotheses : 0j~, ©o et ®f. L'utilisateur veut d'abord savoir si 9 
appartient a ©i ou O , mais le regroupement de 07/ et 0+ peut cacher 
des interpretations de type different suivant que 9 est inferieur a 6\ ou 
superieur a 9 2 - Par exemple, si @o = [— 9 ,+9o] est la traduction d'un 
effet negligeable, le rejet de cette hypothese conduit generalement dans la 
pratique a des conclusions differentes suivant que l'estimation de 9 est posi- 
tive ou negative. Dans un tel cadre le choix entre les hypotheses unilaterales 
0j~ et @o U ©^ est envisageable, ainsi que le choix entre @j~ U ©o et Qf. II 
est alors primordial que les trois problemes de decision generes par 0j~, ©o 
et ©j - aient des solutions coherentes. Les votes selectionnes dans les deux 
problemes unilateraux doivent alors conduire a un vote en faveur de 07 
plus faible que celui en faveur de 07 U ©o- Nous dirons qu'ils sont compa- 
tibles, ils permettent alors d'induire une probabilite sur la tribu engendree 
par les trois hypotheses. Les trois problemes de decision considered ne sont 
generalement pas les seuls envisageables dans une application donnee. II est 
en effet rare que les bornes 9\ et 9 2 ne soient pas sujettes a discussion. Aussi 
nous avons etendu la notion de votes compatibles a un ensemble quelconque 
d'hypotheses unilaterales. 

Definition 4.1. 

Soient ({©{,0^}) f e jr une famille d'hypotheses unilaterales et Q une ap- 
plication de R x {0{}/ e jr dans [0, 1] telle que Q x (G{) represente la valeur 
en d = 1 d'un vote d'experts du choix entre ©{ et ©q lorsqu'on realise x. 
Nous dirons que Q definit des votes compatibles lorsqu 'elle se prolonge, pour 
presque tout x, en une probabilite unique Q x sur la tribu engendree par 

Dans le cadre de cet article nous n'etudierons la compatibilite des votes 
que pour les votes neutres selectionnes au paragraphe precedent (l'intro- 
duction d' informations a priori est traitee dans Morel (1997)). Pour les 
hypotheses unilaterales {] — oo, 9], ]9, +oo[} le vote neutre est celui defini 
par le point frontiere 9. Nous allons done considerer Papplication : 
Q x (] - oo, 9}) = 1 — F(9, x), F(9, .) etant la fonction de repartition de Fg. 

Proposition 4.2. Sur un intervalle ICR muni de la mesure de Lebesgue, 
considerons une famille {pe}e€0 de densites strictement positives. etant 
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un intervalle de R ; cette famille est supposee continue en 9 et a rapport de 
vraisemblance strictement monotone. 

Pour tout 9 £ 0— {sup®} considerons le vote neutre defini par les hypotheses 
unilaterales Q\ =] — oo, 9]nQ et Oq =]6>, +oo[nO. Ces votes sont compatibles 
si et seulement si, pour presque tout x £ I on a : 

1) Umg^ sup oF(9,x) = si supQ ^ 

2) limg^ in f e F(6,x) = 1 si inf@ £ 0. 

Demonstration. 

Les votes neutres definissent une application Q de R x {0^}e G e-s«pe 
dans [0, 1] : Q x (@i) = 1 — F(9,x). Q donne des votes compatibles si elle se 
prolonge, pour presque tout x, en une probabilite unique sur les Boreliens 
de l'intervalle 0. 

Pour une realisation x donnee, l'application Q x est prolongeable si elle verifie 
les proprietes caracteristiques d'une fonction de repartition. 

a) La croissance en 9 de Q x (@i) = 1 — F(9,x) est une consequence directe 
de la decroissance de F(.,x) sur une famille a rapport de vraisemblance 
monotone. 

b) La continuite a droite en 9 de Q x (®\) est equivalente a celle de F(9,x). 
La famille des densites pg etant continue, elle Test aussi dans L\, ce qui 
implique la continuite de F(.,x). 

c) II reste a verifier les conditions aux bornes, c'est-a-dire la convergence 
de Q x (@i) vers 1 (resp. 0) lorsque 0^ croit vers (resp. decroit vers 
0). Une telle situation n'est possible que si supQ ^ (resp. infQ ^ 0). 
Les deux conditions necessaires et sumsantes de la proposition en decoulent 
immediatement. □ 

Un ensemble de votes compatibles sur les hypotheses unilaterales permet 
de prolonger de fagon coherente ces expertises a des hypotheses non exper- 
tisables. Sous les conditions de la proposition precedente, on obtient pour 
les hypotheses bilaterales ©i =] — oo, 9\ [U]6*2, +oo[ et O = [^1,^2] les votes 
suivants : Q x (& 1 ) = 1-F(9 1 ,x)+F(9 2 ,x) et Q X (Q ) = F(9 U x) - F(9 2 , x). 
Ces votes ne sont pas les p- values donnees par les tests classiques. lis nous 
semblent preferables lorsque la structure d'ordre sur reste primordiale 
pour l'interpretation, malgre la cassure introduite par l'hypothese ©i qui 
regroupe ] — oo,#i[ et ]9 2 , +00 [. On evite ainsi les incoherences des p-values 
relevees par Schervish (1996). Les votes obtenus sans information a priori 
definissent sur la distribution fiduciaire de Fisher. 

Exemple 4.3. 

Considerons le cas traite par Schervish (1996), celui de la famille des lois 
normales {N(9, 1)}o<er- La proposition 4.2 s'applique : F(9,x) = <&(x — 9), 
$ etant la fonction de repartition de la loi N(0, 1). La probabilite Q x sur 
est la loi N(x, 1). C'est la loi a posteriori correspondant a la mesure de 
Lebesgue, loi a priori impropre unanimement consideree comme non infor- 
mative. 

La probabilite inductive Q x obtenue a partir de votes neutres compati- 
bles correspond souvent a la loi a posteriori d'une loi a priori qui peut etre 



ESAIM: P&S 



12 



GUY MOREL 



considered comme non informative [Morel(1997)]. Dans le cadre de ce para- 
graphe citons la famine des lois normales {N(m, 9 2 )} d€R + et celle des lois 
gamma {jip, 9)} deR + (voir Pexemple 5.1). 

4.2. P-VALUES DES TESTS SANS BIAIS COMME VOTES D'EXPERTS 

Nous considerons maintenant le cas ou les deux parties 0j~ =] — oo, #i[ 
et @f =]02, +co[ de Gi sont equivalentes pour Interpretation. Celle-ci est 
censee evoluer de la meme maniere de -oo a ^ et de +oo a 02- 

Dans Pexemple simple de la famille des lois normales {N(9, l)}g e u, le 
probleme de decision peut etre considere comme invariant par symetrie 
autour de c = (6\ + 62)/ 2. Cette notion sert classiquement a diminuer 
l'ensemble des regies possibles. Ici nous devons au contraire augmenter le 
nombre d'experts. Pour cela nous allons restreindre la tribu du modele 
aux evenements invariants, les boreliens symetriques par rapport a c. Cette 
restriction sur les evenements impose des contraintes moins fortes pour le 
label expert. Elle permet d'avoir d'autres experts que les experts triviaux du 
modele de depart. En fait on travaille sur le modele associe a la statistique 
W(a;) = (x — c) 2 . C'est exactement ce que l'on fait, quand pour comparer 
deux moyennes, on utilise la statistique W = T 2 de Fisher au lieu de la 
statistique T de Student. Dans le nouveau modele 9 et 2c — 9 definissent 
la meme probability, la loi de khi-deux decentree a un degre de liberte et 
de parametre d'excentricite A 2 = (9 — c) 2 . On peut prendre comme ensem- 
ble des parametres A = R + , le choix entre ©0 et 0i devient un choix entre 
[0, (6*2 — 9i)/2] et ](#2 — #i)/2, +00 [. Ce sont des hypotheses unilaterales dans 
un modele a rapport de vraisemblance monotone [Karlin (1955)]. La propo- 
sition 3.1, donne les experts de ce nouveau probleme de decision parametre 
par A. Avec le parametre 9 on a le resultat suivant. 

COROLLAIRE 4.4. 

Considerons le modele statistique (R, C, {N(6, C etant la tribu 

des boreliens symetriques par rapport a c G R. Posons 9\ = c — \\ et 
9 2 = c + Ai avec Ai > 0. Les experts du choix entre les deux hypotheses 
©i =] — oo, 6*i[U]#2> +oo[ et ©o = #2] sont les regies de decision a valeurs 
dans {0, 1} ; presque surement de la forme : 
g t (x) =H[ ti+oo[ (\x- c\) avec t £ R+. 

Les hypotheses unilaterales Ai = [0, Ai] et A =]Ai, +00 [ sont equivalentes 
aux hypotheses ©o et ©i. Comme au paragraphe 3 on peut definir le vote 
au point frontiere Ai ; lorsqu'on realise x, le vote en faveur de Aq, c'est-a- 
dire @i, est alors donne par la valeur en W(x) = (x — c) 2 de la fonction 
de repartition d'une loi de khi-deux decentree a un degre de liberte et de 
parametre d'excentricite Af = (9 t — c) 2 . Notons Q x (®i) ce vote, c'est la 
probability de l'intervalle ]— | x — c|, | x — c\ [ pour la loi N(9i — c, 1). 
Q x (Qi) = $(| x — c\ —9\ + c) — \x — c\ —9\ + c) est done la p-value du 
test de Hq : 9 G ©1 contre H[ : 9 6 ©o- Le vote Q x (®o) en faveur de ©o est 
bien sur la p- value du test sans biais de H : 9 6 @o contre Hi : 9 G ©i- Ceci 
reste valable pour le cas particulier 9\ = 9 2 = c qui correspond a l'hypothese 
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Go = [c]. La probabilite sur A = K + donnee par la proposition 4.2 possede 
une masse en {c} qui est la p- value du test de H : 9 = c contre H\ : 9 ^ c. 
Sur cet exemple, nous venons de retrouver comme votes d'experts les p- 
values des tests bilateraux classiques. Ceci n'a ete possible qu'en supposant 
que Interpretation du parametre presente une symetrie par rapport au cen- 
tre de l'intervalle [0i,#2]- Ce n'est pas le cas lorsque Pinterpretation reste 
liee a Pordre sur O, il est alors preferable d'utiliser les votes compatibles du 
paragraphe precedent. 

Ce que nous venons de faire sur Pexemple simple des lois {N(9, 1)} peut se 
generaliser aux autres modeles exponentiels. La notion de sans biais pour 
le test de H : # G ©o contre Hi : 9 G ©i et celle de seuil pour le test de 
Hq : 9 G 0i contre H[ : 9 G 6o imposent des regies de decision dont la 
region de rejet C verifie ¥g 1 (C) = ¥g 2 (C). Cette restriction sur les regies 
possibles est une maniere d'imposer un traitement "symetrique" des deux 
parties @j~ et ©^ de Phypothese @i. Pour retrouver les p- values de ces tests 
comme votes d'experts, il faut rendre le probleme de decision expertisable en 
enlevant des contraintes dans la definition 2.1. La recherche d'une symetrie 
de traitement des sous hypotheses et @f se traduira par la restriction 
aux evenements C verifiant P^C) = Fg 2 (C). 



5. Modeles avec parametre fantome 

L'espace des parametres est un espace produit 6 x T, 9 £ 6 C 1 est 
le parametre d'interet et v G T le parametre fantome. On considere le 
probleme du choix entre 6i x T et Oo x T. Pour chaque valeur possible v 
du parametre fantome le probleme de decision se reduit au type de ceux que 
nous avons etudies precedemment. Une expertise, si elle existe, donnera des 
votes, en faveur de chacune des hypotheses 0i et ©o, indexes par v G T. Ces 
resultats conditionnels au parametre fantome peuvent etre resumes en utili- 
sant une probabilite sur T. Pour definir cette probabilite nous chercherons 
a utiliser des votes compatibles. 

Nous allons donner des exemples dans le cas simple mais courant ou 
le probleme de decision repose sur deux statistiques independantes reelles 
(T, U) , qui definissent chacune un modele a rapport de vraisemblance mono- 
tone par rapport a 9 respectivement v, la loi de T pouvant dependre de v 
(d'autres cas sont traites dans Morel (1997)). 

Exemple 5.1. 

Commencons par etudier le cas classique d'un n-echantillon d'une loi 
N(9,v = a 2 ), n>2, SeRetuG R+. La moyenne et la variance em- 
piriques, X et S 2 = -^—y J27=i(Xi — X) 2 , sont exhaustives et independantes. 
La statistique T = X est de loi N(9, v/n), elle definit bien un modele a rap- 
port de vraisemblance monotone par rapport a 9. Quant a la statistique 
U = (n — 1)S 2 elle suit une loi de khi-deux a (n — 1) degres de liberte et 
ayant pour parametre d'echelle v, c'est-a-dire une loi gamma 7( IL ^-,2t>). 
Elle definit un modele statistique a rapport de vraisemblance strictement 
monotone par rapport a v [Karlin (1955)]. 
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Considerons les hypotheses unilaterales : ©? =] — oo,9] et @q =]9, +oo[. 
Pour toute valeur fixee v du parametre fantome, nous savons expertiser 
ce probleme de decision. II depend uniquement de la statistique T. La 
proposition 4.2 s'applique et pour une realisation t = x les votes neutres 
compatibles definissent sur = R la loi N(x,v/n). 

La statistique U independante de T va nous permettre de probabiliser T = 
R+. En effet elle definit sur R + muni de la mesure de Lebesgue la famille 
de densites { r(p)2v (^) P ~ lex P(~^)^v€K + ' avec P = ^IT" - ^ es densites sont 
nulles uniquement enu = qui est negligeable et la fonction de repartition 
est donnee par F(v,u) = f 2v ^j^y p ~ 1 e~ y dy : on peut done appliquer la 
proposition 4.2. Elle nous donne les votes compatibles suivant : 
Q«(M) = 1 - F(v,u) = r(fc(t) P+le ^(-t) dA (« > °)- 
Leur prolongement est done la loi inverse d'une loi ~/(p, -), notee Inv r y(p, -). 
C'est la loi a posteriori pour la loi a priori impropre et non informative de 
densite - [Berger (1985)], mais aussi la distribution fiduciaire [Fisher (1935)]. 
Avec cette probabilite inductive nous devons maintenant faire la moyenne 
des votes obtenus conditionnellement kv. Si on realise t = x et u = (n— l)s 2 , 
le vote en faveur de 0^ =] —oo,9], note Q^'^ (] — oo, 9]), s'obtient en faisant 

la moyenne de <E>( y^- ), $ etant la fonction de repartition de la loi iV(0, 1). 

v v / n 

Q(*-")(]-oo, 0])=/ $((0 - tVv^) d/nu 7 (p, $)(v) 

=J R+ d>(^(0 - t )V\)^^X)P-' e-f A dX 
=LAl^ e - t] ^e-^dx]^Xr-^-^dX 

L'integrale entre crochets donne la densite d'une loi de Student a (n — 1) 
degres de liberte comme melange des lois N(0,^) par la loi — rj) 
[Dickey (1968)]. Le vote Q^' u \] — oo,9]) est done egal a la valeur de la 
fonction de repartition d'un Student (n — 1) en v/ '^£r f - > = —^n^j^-. C'est 

le seuil minimum de rejet du test de Student de ©^ =] — oo, 9] contre 0q = 
]9, +oo[. Bien sur Q^' u \Qq) = 1 — Q^' u \@i) est le seuil minimum de rejet 
du test de Student de 0q contre 0^. 

Lorsque 9 parcourt R, les votes precedents sont compatibles. lis definissent, 
sur l'espace R du parametre 9, une probabilite qui est une loi de Student a 
(n — 1) degres de liberte, de moyenne x et de parametre d'echelle — [Dickey 
(1968)], c'est la distribution fiduciaire donnee par Fisher (1935). 

Considerons maintenant le cas des hypotheses bilaterales 
1 =] - oo,6>i[U]6> 2 ,+oo[ et O = [9 1 ,9 2 \. Si la structure d'ordre sur = R 
est primordiale pour Interpretation, il nous semble normal de prendre un 
vote coherent par rapport aux votes correspondant aux hypotheses uni- 
laterales. Avec les votes neutres on obtient la probabilite inductive de ©i 
et ©o donnee par la loi precedente. Ce ne sont pas les p-values des tests 
de Student bilateraux. Comme dans le cas des lois N(9, 1) on retrouve ces 
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p- values en utilisant la symetrie par rapport a c = (9\ + 82)/% du probleme 
de decision pour le rendre expertisable. C'est en fait travailler sur 9 a partir 
des statistiques independantes (X — c) 2 et S 2 . Nous allons le faire dans un 
cadre plus general, celui de l'analyse de variance. 

Exemple 5.2. 

Reprenons Pexemple 3.3 de l'analyse de variance a effets fixes. Nous avons 
travaille sur le parametre de non centralite A d'une loi de Fisher decentree. 
A depend du parametre fantome a 2 , la variance inconnue. On a A 2 = 6 /a 2 , 
le parametre \[9 est en fait generalement celui qui interesse l'utilisateur, son 
expression A en unite d'ecart-type est un produit de la statistique. D'ailleurs 
pour les tests courants de comparaison de A a 0, on exprime H : A = par 
9 = 0. Le parametre A n'apparait que dans la puissance de ces tests. 

La statistique de Fisher decentree W que nous avons utilisee precedem- 
ment est construite a partir de deux statistiques independantes T et U ; T/a 2 
suit une loi de khi-deux decentree a k degres de liberte et de parametre de 
non centralite 9 ; U/a 2 suit une loi de khi-deux a I degres de liberte [Scheffe 
(1970)]. La reduction du probleme de base a P etude du modele engendre 
par (T, U) se fait en imposant des proprietes d'invariance. Le modele image 
s'ecrit m + ) 2 ,S 2 ,(P^ a2) 0P^) {e ^ )m+xRt ), Pj i0 est une loi 7 (f ,2<x 2 ) 

decentree de 9 /(2a 2 ) et P^ 2 une loi <y(^2a 2 ). 

Plus generalement nous allons etudier les modeles statistiques de la forme 
: ((R + ) 2 ,B 2 , {P(e yV) ®Pv) { e,v)m+xR+) °u P (e,v) est une loi 7(P, decentree 
de 9/v et P^ une loi j(q, v). Nous allons proceder comme dans Pexemple 
precedent. 

Considerons les hypotheses unilaterales : 6f = [0,9] et 0q =]9, +oo[ 
(9>0). 

Pour v fixe le probleme de decision ne depend que de la statistique T done 
des lois {PJq „)}6»eR+ ou de la famine des densites 

iln r( P lm)v i^) P+m ~ l earp(-u) dVs.(m)} e€R + , Vm. etant une loi de poisson 
de parametre f > [Barra (1971)]. On est ramene au choix entre deux 
hypotheses unilaterales dans un modele a rapport de vraisemblance stricte- 
ment monotone [Karlin (1955)]. Si Pon ne veut ou peut pas faire intervenir 
une information a priori on utilise le vote neutre, celui au point frontiere 
9. Pour la realisation t la frequence des experts en faveur de Of = [0, 9] 
est alors egale a 1 — F v (9,t), F v (9,t) etant la valeur en t de la fonction de 
repartition de P^ ^ . 

F v (9,t) = J N T(p + m,v,t) dVe_(m), le terme T(p + m, v,t) designant la 
valeur de la fonction de repartition d'une loi ^y(p + m, v) en t : 
T(p + m, v, t) = J* (f 1 exp{-%) dx = T(p + m, 1, £). 

Nous allons maintenant probabiliser T = M+ en utilisant la statistique U 
qui est de loi j(q,v). Nous avons etudie ce type de modele dans Pexemple 
precedent. Les votes neutres pour les hypotheses unilaterales sont compati- 
bles, lis se prolongent en une probabilite sur les boreliens de T = R+ qui 
est Pinverse d'une loi 7(5, ^) (u > 0). 

Pour toute realisation (t,u), la moyenne Q^' u ^([0,6]) des votes en faveur de 
[0, 9] est alors egale a : 
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Q(*.«)([0,(9])=l - / R + F^t)^ (*)«+iexp(-*)dv 

=1 " Lf IMo T(d^ (f ) P+m_1 ) dx] dV^m)x 

_l_(H)« + l exp( _H)^ 

x Z^m=0 Jo UM+ m!r(p+m)t; V t; 7 „ J F(q)u A 

(H)9+l ex:p (_H) dt ,] dx 

— 1 Z^m=o Jo Jr+ m!r(p+m)r( g )vj ex iA t; jauax 

_i _ v^ + oo rt r(p+q+2m) ru'i^"- 1 . 
— 1 l^m=0 Jo m\T(p+m)V(q) (9+u+x)p+v + 2 ™ " X 

_i _ v^+°° f ^ r(p+g+2m) Ta' y p+r "~ 1 > 

— 1 Z^m=0 JO m!r(p+m)r(g) (1+j;)p+9+2™ 

F(p+m, q+m, g^j) etant la valeur en de la fonction de repartition d'une 
loi P(p + m,q + m) sur R + . Pour 6* = on obtient une masse Q^' u \[0]) = 
1 — F(p,q, ^). Dans le cas de Panalyse de variance, p = | et q = |, cette 
masse est egale a la probabilite qu'une loi de Fisher, de degres de liberte 
k et I, soit superieure a C'est le seuil minimum de rejet du test de 

Ho : 9 = contre H\ : 9 > 0. Nous avions deja obtenu ce type de resultat 
pour le parametre dans l'exemple 3.3. 

Ce qui precede nous permet de definir une probabilite inductive Q( t,u ) sur 
G = R + puisque pour tout v G T la proposition 4.2 s'applique (la fonction 
de repartition F v (9,t) tend bien vers lorsque 6 tend vers +oo car F(p + 
m,v,t) = T(p + m, 1, — ) tend vers lorsque m tend vers +oo). On peut 
ainsi traiter d'autres hypotheses que les hypotheses unilaterales. 

Comme en 3.3 les expertises obtenues dans cet exemple completent l'infor- 
mation donnee par les resultats des tests classiques, mais cette fois directe- 
ment sur la valeur du parametre etudie et non pas sur sa valeur exprimee 
en ecart-type. Le seuil minimum de rejet a m (-) du test de H : 9 = 
contre H 1 : 9 > est vu comme le vote Q(* ,u )([0]) des experts en faveur 
de l'hypothese H : 9 = 0. Dans le cas du non rejet de H , c'est-a-dire 
lorsque a m (-) est superieur au seuil choisi, on peut preciser cette reponse 
en regardant si Q^'^ ([0,9]) se rapproche rapidement de 1 lorsque 9 croit. 
Le cas du rejet de H pose probleme lorsque l'hypothese H : 9 = est 
une idealisation de l'hypothese reelle a tester. Bien souvent Putilisateur se 
demande si 9 est petit et non pas si 9 est nul. Une interpretation trop 
rapide du rejet peut conduire a considerer que 9 est notable alors qu'il est 
negligeable. Une analyse de la croissance de Q^' u \[0, 9]) lorsque 9 s'eloigne 
de permet d'eviter facilement ce piege. II est cependant plus satisfaisant 
d'essayer de traduire l'hypothese u 9 est petit" par 9 G [0, 6q] et de porter un 
jugement a partir de Q^' u \[0, 9 }). 

La prise en compte des votes Q^'^^O, 9]) autour de l'hypothese nulle 9 = 
donne une maniere simple et parlante de completer l'information donnee 
par les tests classiques. Elle est moins complexe a analyser que la notion de 
puissance et de plus elle ne depend pas de l'ecart-type inconnu a. 
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6. Conclusion 

Dans des modeles a rapport de vraisemblance monotone sur M nous avons 
vu que la p-value associee a un test unilateral est generalement consideree 
comme un indice de la confiance qu'on accorde a Phypothese Hq. Avec 
notre approche cet indice s'interprete comme le resultat d'un vote des ex- 
perts en faveur de Hq, ce vote etant defini sans information a priori. La 
notion d'expertises compatibles pour Pensemble des hypotheses unilaterales 
nous a conduit a prolonger ces votes en une probabilite inductive Q x sur 
l'espace des parametres, x etant la realisation obtenue. On retrouve ainsi 
la distribution fiduciaire de Fisher. La probabilite Q x est souvent une loi 
a posteriori associee a une mesure a priori qui peut etre consideree comme 
non informative dans le cadre bayesien. 

Prendre en compte l'ensemble des hypotheses unilaterales n'a de sens 
que si l'ordre sur l'espace des parametres est totalement structurant pour 
Pinterpretation. Dans ce cas nous avons propose, pour des raisons de cohe- 
rence, de prendre comme indice de confiance d'une hypothese de la forme 
9 6 [#i,#2] l a valeur sur cet intervalle de la probabilite induite Q x . C'est le 
prolongement aux hypotheses bilaterales du vote des experts unilateraux. Ce 
n'est pas la p- value du test bilateral associe a Hq : 9 € 9 2 ]. Cette maniere 
de faire permet de prendre en compte les trois hypotheses : ]— oo, 9i[, [8\, 62], 
]02, +oo[ , et d'avoir des interpretations differentes pour chacune d'elles. Les 
tests bilateraux ne sont pas construits pour cela. 

Les problemes souleves par les p-values des deux tests bilateraux definis a 
partir de Phypothese 9 G [^1,^2] proviennent de l'equivalence d'interpreta- 
tion entre 9 < 9\ et 9 > 92 que ces tests supposent. Dans l'exemple des 
lois N(9,l) ou N(9,a 2 ), nous avons retrouve leurs p-values comme votes 
d'experts en ne considerant que les evenements symetriques par rapport 
a c = (#1 + 82) /2. Ces p-values nous semblent recommandables unique- 
ment dans le cas oil Pinterpretation est la meme que 9 soit inferieur a 9\ 
ou superieur a 62- La structure du probleme de decision change. L'ordre 
sur 6 n'est plus alors totalement structurant pour Pinterpretation, c'est la 
distance a c qui devient primordiale. Les hypotheses legitimes sont inva- 
riantes pour cette distance, elles sont symetriques par rapport a c et leurs 
p-values sont coherentes. On peut generaliser cette maniere de faire aux 
modeles exponentiels reels. La notion de coherence des votes nous impose 
de traiter globalement un ensemble de problemes de decision, sur un modele 
statistique donne. 

Le choix entre les deux types de traitement des hypotheses bilaterales depend 
de la maniere dont Putilisateur structure son interpretation des differentes 
valeurs du parametre. C'est la structuration par l'ordre sur ©CM qui est 
la plus courante. Dans ce cas les p-values des tests bilateraux ne devraient 
pas etre utilisees. 

Au depart la notion d'expertise n'a pas ete construite pour traiter le 
probleme des p-values mais pour essayer de chercher une aide a la decision 
sous la forme d'un indice de confiance pour chacune des hypotheses. Ce 
type d'inference a ete defendu dans de nombreux travaux (Kroese, van der 
Meulen, Poortema et Schaafsma (1995)). II est particulierement adapte 
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aux applications qui ne reclament pas un choix definitif entre les deux hy- 
potheses. Les solutions les plus courantes se font dans le cadre bayesien ou 
celui de l'estimation. Nous avons essaye de nous passer du choix souvent dif- 
ficile d'une loi a priori ou d'une fonction de perte. Le cas particulier des votes 
neutres, compatibles sur les hypotheses unilaterales, donne des resultats qui 
sont a rapprocher de ceux de l'analyse fiduciaire de Fisher. Utilisee sans 
information a priori, la notion d'expertise s'inscrit dans le champ de ques- 
tionnement ouvert par ce que Ton peut appeler le compromis de Fisher- 
Neyman-Wald. 
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